Відповіді, вказівки та розв’язки до олімпіади 
з математики
6 клас

1. Відповідь: 0.
2. Відповідь: 20.
3. Наприклад: 
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4. Розв’язок. Оскільки число k складається тільки з цифр «1» і «7», то остання цифра числа k може бути або 1, або 7. Якщо число k закінчується цифрою 1, то число  k + 2015 буде закінчуватися цифрою 6, а значить число k + 2015 – складене (бо є парним і більшим за 2). Аналогічно, якщо число k закінчується цифрою 7, то число k + 2015 буде закінчуватися цифрою 2, а значить k + 2015 – складене (бо є пар ним і більшим за 2).
5. Відповідь: 200 років.

Розв’язок. Нехай зараз Черепасі x років. Тоді з моменту, коли їй було 110 років, пройшло x – 110 років. Тоді Удаву в цей момент було 110 – (x – 110) = 220 – x років. Згідно умови, це число в 10 раз менше, ніж вік Черепахи, дорівнює x. Отже, маємо рівняння: x = 10(220 – x); 11x = 2200; x = 200.

6. Розв’язок. Одне з можливих рішень показано на рисунку.
[image: image2.png]



7. Відповідь: не могло.
Розв’язок. Будемо вважати, що діти проколювали свої кульки. Від цього припущення загальна кількість проколотих кульок не зміниться. Тоді, коли діти прийшли на свято, у кожного хлопчика буде по 20 – 2 = 18 кульок, і в кожної дівчинки буде по 16 – 1 = 15 кульок. Тобто у кожного з дітей буде число кульок, кратне 3. Але 2015 на 3 не ділиться, тому у всіх дітей не могло залишитися рівно 2015 кульок.

7 клас

1. Відповідь: 0.
2. Відповідь: 40.
3. Вказівка: 1 : (((2 + 3) : 4) : 5) = 4.
4. Відповідь: 25 грибів.

Розв’язок. Нехай Микола та Ярина разом зібрали x грибів. З них білих – 52%. Тому білих грибів було 
[image: image3.wmf]25
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x

.  Оскільки  розглядається  ціла  кількість  грибів,  то  x  має  бути  кратним  25.  Тоді x = 25, або x = 50 (бо разом зібрали не більше 70 грибів).  Варіант  x = 50  не  підходить,  оскільки,  коли  віднімемо  3  гриба, лишиться 47, що не кратне 2. Значить грибів зібрали 25, серед них 13 білих. Коли викинули 3 найменших, залишилось 22 гриба, серед яких 11 білих. Тобто серед викинутих опинилось 2 білих гриба.
5. Вказівка: число 
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2016

2015

2015

2016

+

+

=

A

 – парне і більше за 2, бо перший доданок непарний, другий – парний, 1 – непарне.
6. Розв’язок. Одним з варіантів відповіді є 6 прямих, що містять 4 сторони довільного чотирикутника (протилежні сторони якого не паралельні) і 2 його діагоналі, на яких відзначені всі 7 точок їх перетину.

7. Відповідь: 1008 брехунів.

Розв’язок. Нехай в шерензі стоять b брехунів та r лицарів. Оскільки самий лівий лицар сказав правду, маємо b>r–1. Оскільки самий правий брехун сказав неправду, маємо b–1≤r. Значить, r=b або r=b–1. Перший випадок неможливий, оскільки загальна кількість людей непарна. Тому r=1007, b=1008. 

8 клас
1. Відповідь: 2 год.
2. Відповідь: 2187 грн.
3. Відповідь: 
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Розв’язок. Відомо, що 
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, тоді  в нашому випадку 
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4. Розв’язок. Нехай х учнів класу цікавляться одночасно і математикою, і фізикою. Тоді всього математикою цікавляться 5х учнів, а фізикою – 4х учнів. Значить, математикою або фізикою цікавляться 5х + 4х – х = 8х учнів (див. мал.). Таким чином, кількість учнів у класі має ділитися на 8. У зазначених межах є тільки одне число, кратне восьми. Отже, 8х = 24, а всього в класі – 26 осіб.
[image: image75.png]



5. Відповідь: 
[image: image8.wmf].
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Розв’язок. 
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6. Відповідь: ЕС = 1 см. 

Розв’язок. Так як AD = BE; CD = AE; 
[image: image10.wmf]BEA
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 (вертикальні кути), то 
[image: image11.wmf]BEA
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 (див. мал.). З рівності цих трикутників слідує, що АС = АВ, тоді                         ЕС =АС – АЕ = АВ – АЕ = 1 см (за умовою).

7. Розв’язок. Нехай 
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 – цифри числа m. Тоді за умовою задачі 
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9 клас
1. Відповідь: 4; 30.
2. Відповідь: 3.
3. Відповідь: 
[image: image15.wmf].
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Розв’язок. Згідно умови маємо рівняння 
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 яке рівносильне такому 
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Звідки 
[image: image18.wmf].
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4. Відповідь: існує.
Число діагоналей опуклого многокутника обчислюється за формулою: 
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. (Можна вважати цей факт відомим). Складемо і розв’яжемо рівняння 
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5. Розв’язок.
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6. Розв’язок. Розглянемо випадок, коли кути BAC і ADC гострі (див. мал.). Нехай T – точка перетину прямої AC і відрізка BK. Проведемо перпендикуляри KM і KN до прямих CA і CD відповідно. Так як CK – бісектриса трикутника, то KM = KN. Проведемо також перпендикуляр BL до прямої AC. Тоді прямокутні трикутники ABL і DKN рівні по гіпотенузі і гострому куту. Отже, BL = KN = KM. Тому прямокутні трикутники BLT і KMT рівні за катетом і гострим куту, звідки слідує, що BT = KT, що й потрібно було довести. Випадки, коли кути BAC і ADC прямі або тупі, розглядаються аналогічно.
[image: image23.png]



7. Відповідь: не можна.

 Розв’язок. Припустимо, що за декілька таких операцій отримали на дошці числа 2, 3, 4, …, 9, 10, 2016. Помітимо, що після кожної операції сума чисел записаних на дошці збільшується на 2. На початку вона була 1+2+…+ 10 = 55, тобто після кожної операції сума чисел записаних на дошці буде непарною. Але сума 2+3+…+ 10+2016 = 2070  парна – протиріччя.
10 клас
1. Відповідь: (0,99)-11.
2. Відповідь: 111. 
Вказівка: Це єдине ціле число на проміжку (1001/9; 1100/10). 
3. Відповідь: 
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Розв’язок. Зрозуміло, що відповідь слід шукати серед від’ємних чисел. Тому вказана нерівність переписується для від’ємних чисел таким чином: 
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4. Відповідь: 
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Розв’язок. Оскільки рівняння 
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 має рівно один корінь, то 
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 Звідки згідно умови 
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 Розв’язуючи систему (1), (2), одержуємо 
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5. Розв’язок. Розглянемо різницю двох сусідніх членів послідовності: 
[image: image34.wmf].
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 Тоді, зробивши відповідні перетворення, отримуємо 
[image: image35.wmf].
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6. Розв’язок. За умовою, 
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, що й означає, що АВ, АС, ВС – геометрична прогресія.
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7. Відповідь: не може.

Розв’язання. Нехай 
[image: image46.wmf]-
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 цілі числа, тоді розглянемо числа 
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 націло ділиться на 3 (як добуток трьох послідовних цілих чисел) і 2016 націло ділиться              на 3. Це означає, що числа 
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 мають однакові остачі при діленні на 3. Оскільки остач при діленні на 3 – три, а чисел на дошці спочатку було два, то принаймні однієї остачі при діленні на 3 на дошці немає. Кожне дописування числа виду 
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 додає на дошці число з такою ж остачею при діленні на 3, яку має число 
[image: image54.wmf].
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 Отже, на дошці не можуть з’явитися числа 2010, 2011, 2012, бо вони мають остачі 0, 1, 2 при діленні на 3.
11 клас
1. Відповідь: (0,99)-11.

2. Відповідь: 111. 
Вказівка. Це єдине ціле число на проміжку (1001/9; 1100/10).
3. Відповідь: 13.
Розв’язок. Нерівність 
[image: image55.wmf]2
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 Розв’язуючи її методом інтервалів, одержимо 
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4. Відповідь: 17.

Розв’язок. Зауважимо, що при всіх натуральних n 
[image: image59.wmf].
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 Отже, 
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, тобто послідовність періодична з періодом 8. Оскільки остача від ділення 2015 на 8 дорівнює 7, то 
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5. Відповідь: може.
Розв’язок. Коренями даного рівняння є числа 
[image: image62.wmf].
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 Припустимо, що корені відрізняються в 2015 разів, тоді 
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 тобто в обох випадках рівняння 
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 має розв’язки, тобто існує таке 
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 при якому один з коренів рівняння 
[image: image69.wmf]0

)

2

sin(

)

cos

(sin

2

2

=

+

+

-

a

a

a

x

x

 в 2015 разів більше за інший.
6. Вказівка. Нехай BB1 і CC1 – дві висоти піраміди DABC. За умовою, 
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, де M – середина ребра AD. З визначення висоти піраміди слідує, що                 BB1 ( AD, CC1 ( AD, отже, AD ( BMC. Тоді BM – медіана і висота 
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ABD, тобто            AB = BD. Аналогічно, з  
[image: image73.wmf]D

ACD, AC = CD. Розглядаючи інші пари висот, отримуємо: AD = AC, BD = BC і AB = AD, BC = CD. Звідси слідує те, що потрібно було довести.
7. Відповідь: виграє перший. 
Розв’язок. Опишемо стратегію першого гравця. За перший хід він має взяти зі столу 95 монет. Кожним наступним ходом, якщо другий бере х монет, то перший має взяти (101–х) монет. Він завжди може це зробити, бо якщо х – парне число від 2 до 100, то (101–х) – непарне число від 1 до 99. Оскільки 
[image: image74.wmf],

1

95

19

101

2015

+

+

×

=

 то через 19 таких відповідних ходів, після ходу першого гравця, на столі залишиться           1 монета і другий гравець не зможе зробити хід згідно правил гри.
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